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Obicne diferencijalne jednadzbe
2. reda

U ovoj lekciji vjezbamo rjeSavanje jedne klase obi¢nih diferencijalnih jednadzbi 2. reda
— radi se o linearnim obic¢nim diferencijalnim jednadzbama 2. reda s konstantnim
koeficijentima. To su jednadZzbe oblika

Y+ py +qy = f(x),

gdje su p i g realni brojevi, a f(x) neka funkcija varijable x. Nepoznanica ove jed-
nadzbe je y = y(x), a rijesiti jednadZbu znaci dobiti eksplicitan izraz za funkciju y.
Kao i inace, razlikujemo dvije situacije:

(a) Ako je f(x) =0, gornja jednadZba ima oblik
Y'+py +qy=0
i zovemo je homogena jednadzba.

(b) Ako je f(x) # 0, gornja jednadZba ima opéeniti oblik (gdje je s desne strane
neka nenul funkcija varijable x). U tom slu¢aju jednadZbu zovemo nehomogena
jednadZzba.

U sljede¢em odlomku opisujemo kako se rjeSavaju homogene jednadzbe drugog
reda s konstantnim koeficijentima.

Homogene jednadzbe

Homogene jednadzbe oblika

Y'+py +qy=0
rjeSavaju se pomocu tzv. karakteristi¢ne jednadzbe, koju iz diferencijalne jednadZzbe
dobijemo uvodenjem parametra A po sljede¢em principu

y — 1
y — A
y// _ 12.

Tako gornjoj jednadZbi pripada sljedeca karakteristi¢na jednadZba:
Ar+pA+q=0.

Kao i kod svake kvadratne jednadZbe, njena rjeSenja A; » mogu biti:



(a) realni i razliciti brojevi — u tom slucaju rjeSenje homogene diferencijalne jed-
nadZbe dano je s
y(x) = Creb 4 G,

gdje su C; i C; realne konstante.

(b) realni i jednaki brojevi (A} = A;) — ovdje je rjeSenje homogene diferencijalne
jednadzbe dano s

y(x) =M (C +Cax), C1,CER

(c) kompleksni brojevi — u tom sluéaju vrijedi A; » = o £ Bi, jer znamo da su kom-
pleksna rjesenja kvadratne jednadzbe medusobno konjugirana. U ovom slucaju
rjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe dano je s

y(x) = e**(Cycos Bx+CysinBx), C1,C, € R.
Rijesimo nekoliko primjera.
Primjer 1 Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y' =5y +6y=0.

Rjesenje: Karakteristicna jednadZba koja pripada ovoj diferencijalnoj jednadzbi
glasi
A2 —514+6=0,

a njena su rjeSenja A; = 2, A, = 3. Kako su rjeSenja razliiti realni brojevi,
imamo da je rjeSenje zadane diferencijalne jednadZzbe

y(x) = Cie* + Ge®™, C),Cr eR.

Primjer 2 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

Y +4y +4y =0.

Rjesenje: U ovom slucaju karakteristiCna jednadzba glasi
A2 +4A+4=0.
Njeni korijeni su jednaki realni brojevi A, » = —2, pa rjeSenje glasi
y(x) = e >(C1 4+ Cox), C1,C €R.

Primjer 3 Rijesite
y' +y=0.



Rjesenje: Ovoj jednadzbi pripada karakteristicna jednadzba
AP +1=0,

¢ija su rjeSenja Ay » = i, pa vidimo da je & =0, B = 1 (to su realni i imaginarni dio
jednog od ovih korijena!). Stoga je rjeSenje dano s

y(x) = eo"‘(Cl cosl-x+Cysinl-x) =Cjcosx+Cysinx, Cp,C € R.

Napomena:

Ako Zelimo zadati Cauchyjev problem (diferencijalna jednadzba s jednim ili viSe
pocetnih uvjeta) Cija je diferencijalna jednadZba drugog reda, prirodno je zadati ne
jedan (kao §to je to bilo kod obic¢nih diferencijalnih jednadZbi prvog reda), ve¢ dva
pocetna uvjeta. Naime, vidimo ve¢ iz gore opisanih rjeSenja da postoje dvije neodre-
dene realne konstante C; i C,. Tek zadavanjem dva pocetna uvjeta dobivamo sustav od
dvije jednadZzbe s dvije nepoznanice, Cijim rjeSavanjem potom u potpunosti fiksiramo
konstante C; i (7, tj. dolazimo do jedinstvenog rjesenja. NajceSée se ti pocetni uvjeti
odnose na neke vrijednosti same funkcije i njene prve derivacije.

Primjer 4 RijeSite sljedeci Cauchyjev problem (nadite partikularno rjeSenje diferen-
cijalne jednadZzbe koje zadovoljava zadane pocetne uvjete):

Y43y +2y = 0
¥(0) =
Y(0) = -1

Rjesenje: Najprije rjeSavamo diferencijalnu jednadzbu. Njena karakteristi¢na jed-
nadzba je
A2 431 +2=0,

a rjeSenja te jednadzbe dana su s A; = —2, A, = —1, pa je opce rjeSenje diferencijalne
jednadZbe dano s
y(x) = Cleizx +Ce ™, C,C€R.

Kako bismo odredili partikularno rjesenje, koristimo pocetne uvjete:

y(x):CIE—ZX+C26—X = y(O):C1+C2: 1
y/(x) = —2C1€72X—C267x = yl(()) =-2C,-C=—1.

Dolazimo do sustava jednadzbi

C+C = 1
—2C1—-C, = -1,

odakle izlazi C; = 0,C; = 1. UvrStavanjem u opce rjesenje dolazimo do partikularnog
rjeSenja (rjeSenja zadanog Cauchyjevog problema):

yix)=e

Zadatak 1 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:



1) y"—9y=0

2) Y'+4y +13y=0
3) y'+y -y=0

4) y' =2y +5y=0
5) ¥y =9y +9y=0
6) y'—y=0.

Zadatak 2 Odredite partikularna rjeSenja sljedeci diferencijalnih jednadzbi s pocetnim
uvjetima:

D) y" =5y +4y=0,y(0) =5,y'(0) =8
2) ' +4y=0,y(0)=0,y'(0) =2
3) V' +2y'=0,5(0)=1,y'(0)=0
4) y"+3y =0,y(0) =0,y(3) =0.

Nehomogene jednadzbe

Rjesenje nehomogenih jednadzbi
Y'+py' +aqy=f(x)

dano je s

y=yo+Y,
gdje je yo opCe rjesenje pripadne homogene jednadZbe, a Y je neko (partikularno) rje-
Senje nehomogene jednadZbe, koje u ovisnosti od oblika funkcije f(x) trazimo u slje-
deéem obliku:

(1) Akoje f(x) =e™P,(x), gdje je P,(x) polinom n—tog stupnja:

1) u slucaju da a nije rjeSenje karakteristicne jednadZbe pripadne homogene
jednadzbe, Y trazimo u obliku Y = ¢ Q,(x), gdje je O, (x) neki polinom s
neodredenim koeficijentima

ii) u slucaju da a jest rjeSenje karakteristine jednadZbe pripadne homogene
jednadZbe, Y traZimo u obliku Y = x"e**Q, (x), gdje je r kartnost a kao kori-
jena karakteristicne jednadZzbe (broj koliko se puta a pojavljuje kao rjeSenje
te jednadZbe — to moze biti 1 ili 2), a Q,(x) je neki polinom s neodredenim
koeficijentima

(2) Ako je f(x) = e™ - [B,(x)cosbx + Qi (x)sinbx], gdje je P,(x) polinom n—tog
stupnja, a O, (x) polinom m—tog stupnja:

1) u slucaju da a £ bi nisu korijeni karakteristicne jednadzbe pripadne homo-
gene jednadzbe, Y traZimo u obliku ¥ = e - [Sy(x) cos bx + Ty (x) sinbx],
gdje su Sy(x) i Ty(x) polinomi istog stupnja N = max(m,n) (stupnja jed-
nakog maksimalnom stupnju od stupnjeva polinoma koji se pojavljuju u
f(x)), 1to s neodredenim koeficijentima



ii) u slucaju da a + bi jesu korijeni karakteristicne jednadZzbe pripadne homo-
gene jednadzbe, Y trazimo u obliku ¥ = xe® - [Sy (x) cos bx + Ty (x) sinbx],
gdje su Sy (x) i Ty(x) polinomi istog stupnja N = max(m,n) (stupnja jed-
nakog maksimalnom stupnju od stupnjeva polinoma koji se pojavljuju u
f(x)), i to s neodredenim koeficijentima.

Napomena:

Gornja situacija pokriva mnogo mogucénosti za f(x), i to kada je f umnoZak eks-
ponencijalne funkcije i polinoma ili umnoZak eksponencijalne funkcije i linearne kom-
binacije trigonometrijskih funkcija s polinomima kao koeficijentima. Kako prepoznati
radi 1i se o prvom ili drugom slu¢aju? Najjednostavnije je vidjeti sadrZi li f(x) neke
trigonometrijske funkcije — ako sadrZi, znaci da je rije¢ o slucaju (2) opisanom gore.

Nakon $to utvrdimo oblik funkcije Y, uvrStavamo Y (i sve njene derivacije koje
treba) u polaznu nehomogenu diferencijalnu jednadzbu te potom odredujemo nepoz-
nate koeficijente u polinomu (ili polinomima) koji se u Y pojavljuju.

Primjer 5 RijeSite sljedecu diferencijalnu jednadzbu:

y”+2y’+y:ezx.

Rjesenje:
Najprije nalazimo yy, tj. opce rjeSenje pripadne homogene jednadzbe. Ona glasi
Y'+2y+y=0,
pa je njena karakteristicna jednadzba
A2 +24+1=0.

Rjesenja karakteristiCne jednadzbe su A, = —1, pa je opCe rjeSenje homogene jed-
nadzbe dano s
y= e"‘(Cl -i-Cz)C)7 C;,G eR.

Sada prelazimo na traZenje partikularnog rjesenja, tj. Y. Kako je f(x) = e**, §to mo-
7emo u "punom" obliku situacije (1) s prethodne stranice shvatiti kao f(x) = >~ -1,
vidimo da je a = 2, P(x) = 1. Kako a = 2 nije rjeSenje gornje karakteristine jednadzbe,
Y traZimo u obliku

Y =A-e¥,

gdje je Q(x) = A, tj. konstantan polinom. Konstantu A odredujemo uvrstavanjem Y
u polaznu diferencijalnu jednadzbu. Kako ta diferencijalna jednadzba sadrzi y' i y”,
moramo najprije izraCunati Y' i Y"":

Y = 246*
Y = 4Ae*.

Sada uvrStavanjem Y, Y’ i Y u polaznu jednadZbu dobivamo
4467 +2 . 246% + Ae™ = ¥ = 9Ae™ = 7.

Dijeljenjem dobivene jednakosti s ¢** slijedi daje 9A =1, tj. A = é, paje

1
Y= §€2x.



Sada slijedi da je rjeSenje dane diferencijalne jednadZbe dano s

1
y=y+Y = e’x(Cl —I—sz) + §62x7 C,C, eR.

Primjer 6 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y’/-l—y:xzex.

Rjesenje:
Pripadna homogena jednadZba je y” +y = 0, a njena karakteristi¢na jednadzba
A% +1=0ima rjeSenja A » = +i, pa je
Yo = eo'x(Cl cosx+ Cysinx) = Cjcosx+ Gy sinx, Cj,Cp € R.

Prelazimo na odredivanje oblika partikularnog rjeSenja Y. Kako je f(x) = x%¢*, a

a = 1 nije korijen karakteristicne jednadzbe, partikularno rjeSenje ¥ traZimo u obliku
Y = (Ax* + Bx+C)e",

gdje su A, B i C koeficijenti koje treba odrediti uvrStavanjem Y i Y” u polaznu jed-
nadzbu. Ra¢unamo

Y = (2Ax+B)e*' + (Ax* 4+ Bx+C)e" = (Ax* + (2A+ B)e* + B+ C)é*
Y” (2Ax+2A+B)e* 4 (Ax* 4+ (2A+B)e* + B+ C)e* =
(Ax® + (4A +2B)x +2A + 2B +C)e",

odakle uvrstavanjem u polaznu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
(Ax* + (4A +2B)x+2A + 2B+ C)e* + (Ax* + Bx+C)e* = x%¢".

Sada dijeljenjem s ¢* i grupiranjem po potencijama od x dolazimo do jednakosti poli-
noma drugog stupnja

2Ax* + (4A +2B)x+2A +2B+2C = x°,

S$to usporedivanjem koeficijenata (uz odgovarajuce potencije od x moraju stajati isti
koeficijenti kako bi polinomi bili jednaki!) lijeve i desne strane gornje jednakosti vodi
na sljedeci sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice:

24 = 1
4A+2B = 0
A+B+C = 0.
Sustav ima jedinstveno rjeSenje koje glasi A = %, B=-1,C= %, paje
1 1
Y= (Ex2 —x+ E)e"

1 stoga je konacno rjeSenje zadatka dano s

1 1
y=yo+Y =C; costrCzsin)ch(E)c2 —x+ E)ex, C,G eR.



Primjer 7 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y" —y = sinx.

Rjesenje:
Karakteristi¢na jednadzba A2 — 1 = 0 pripadne homogene jednadzbe y”’ —y = 0 ima
rjeSenja A1 » = £1, pa je opce rjeSenje pripadne homogene jednadzbe dano s

yo=Cie"+Cre™, C1,Gp,€R.

Kako je f(x) = sinx = ¢%*(1-cosx+0-sinx), imamo a = 0, b = 1. Kako a4 bi =
0=+ 1-i= =i nisu korijeni gornje karakteristicne jednadZbe, to partikularno rjeSenje Y
trazimo u obliku

Y =% (A-cosx+ B-sinx) = Acosx + Bsinx,

gdje su A i B konstantni polinomi koje treba odrediti uvritavanjem Y i Y” u polaznu
diferencijalnu jednadZbu. Ra¢unamo stoga

Y = —Asinx+Bcosx

Y" = —Acosx—Bsinx,
odakle uvrstavanjem Y i Y” u polaznu jednadzbu imamo

sinx

—Acosx — Bsinx — (Acosx+ Bsinx)

—2Acosx—2Bsinx = sinx.

Sada izjednaCavanjem koeficijenata uz cosx i sinx s lijeve i desne strane gornje jedna-
kosti (s desne strane uz cosx stoji nula!) imamo

24 = 0
2B = |,

odakle slijedi A = 0, B= —1. Stoga je
Y L.
= ——sinx
2 b
pa je rjeSenje zadane diferencijalne jednadZbe dano s
1
y=yo+Y =Cie*+Cre " — 3 sinx, C;,C5,€R

Primjer 8 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y' —4y = (25x+5)cosx.

Rjesenje:



Najprije rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu y” — 4y = 0. Njena karakteris-
ti¢na jednad?ba A2 — 4 = 0 ima dva razli¢ita realna rjeSenja A, » = 12, pa opce rjesenje
pripadne homogene jednadzbe glasi

yo=C1e™ +Ce ™, C1,C€R.

Kako bismo odredili oblik u kojem ¢emo traZziti partikularno rjeSenje Y, potrebno je
uotiti da f(x) = (25x + 5) cosx sadrZi trigonometrijsku funkciju, to¢nije da f(x) mo-
7emo shvatiti kao f(x) = e®*((25x+5) - cosx +0 - sinx), pa prema situaciji opisanoj
pod (2) na str. 4 vidimo da (jer a £ bi =0+ 1-i = +i nisu korijeni karakteristicne
jednadZbe) Y treba traZiti u obliku

Y = (Ax+B)cosx+ (Cx+ D) sinx

(primijetimo da su nepoznati polinomi uz cosx i sinx ovdje istog stupnja, i to maksi-
malnog stupnja od polinoma koji se javljaju u f(x)). Sada jos treba izracunati Y":

Y = Acosx— (Ax+ B)sinx+Csinx+ (Cx+ D)cosx =
= (Cx+A+D)cosx+ (—Ax—B+C)sinx
Y" = Ccosx—(Cx+A+D)sinx—Asinx+ (—Ax—B+C)cosx =

= (—Ax—B+2C)cosx+ (—Cx—2A —D)sinx.
Sada uvrStavanjem Y i Y” u polaznu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
(=Ax—B+2C)cosx+ (—Cx—2A —D)sinx —4((Ax+ B) cosx+ (Cx+ D)) = (25x+ 5) cosx,
odakle grupiranjem po cosx i sinx imamo
(=5Ax—5B+2C)cosx+ (5Cx+ 5D+ 2A) sinx = (25x+ 5) cosx.

Sada izjednacavanjem polinoma uz cosx i sinx s lijeve i s desne strane gornje jednakosti
(uz sinx s desne strane stoji nulpolinom!) imamo

—5Ax—5B+2C = 25x+5
SCx+5D+24 = 0,

odakle pak izjednacavanjem koeficijenata uz potencije x dolazimo do sustava

—5A4 = 25
—5B+2C = 5
5C
SD+2A = 0.

Rjesenje gornjeg sustava je jedinstveno i glasiA = —-5,B=—1,C=0,D =2, paje
partikularno rjeSenje dano s

Y = (—5x—1)cosx+2sinx.
Stoga je rjeSenje polazne diferencijalne jednadzbe

y=yo+Y =Cie¥ +Cre > + (=5x—1)cosx+2sinx, C;,C; €R.

Zadatak 3 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:



Dy =4y +4y =2

2) y' =8y +7y=14

3) Y —y=e

4) y"+y=rcosx

5) y'+y —2y8sin2x

6) ¥’ —2y' +5y = e cos2x.



